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Les personnages

Les personnages en 1732

o Alexis-Clairaut
a 19 ans

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)

Clairaut, né le 13 mai 1713, entre a ’Académie
Royale des Sciences en juillet 1731, par autorisa-
tion spéciale du Roi.

Recherches sur les courbes a double courbure
(1731)

« J’ai crl devoir appeler ces sortes de courbes,
courbes a double courbure, parce qu’en les
considérant de la fagon qu’on vient de dire elles
participent pour ainsi dire toujours de la courbure
de deux courbes. »

Il meurt le 17 mai 1765, a cinquante-deux ans.
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Les personnages

Les personnages en 1732

o Johann
Bernoulli a 65
ans
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Les personnages

Les personnages en 1732

Né en 1667 a Bale, disciple de Leibniz, c’est un
des plus grands mathématiciens du moment. De
douze ans le cadet de son frere et concurrent (Ja-
cob, décedé en 1705) il sera également en rivalité
avec son propre fils, Daniel (qui étudiera égale-
ment les épicycloides).
ans Deux autres de ses fils firent des mathématiques :
Nicolas (Il) et Johann (II), ainsi que son neveu (Ni-
colas I). Il décéde en 1748, a Bale.

o Johann
Bernoulli a 65
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Les personnages en 1732

@ Maupertuis a
34 ans

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)
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Les personnages

Les personnages en 1732

Né en 1698, il est académicien depuis 1723.
Ayant séjourné a Londres en 1728, il se fait le pro-
pagandiste des idées de Newton. Il est ami a la
fois de Bernoulli et de Clairaut. En fin 1734, tous
deux se rendront & Bale et seront regus par le
maitre. lls seront les deux comperes de I'expédi-
tion en Laponie.
© Maupertuisa La suite de sa carriere est marquée par des
34 ans controverses : avec les Cassini, sur la figure de
la terre ; avec Konig. Il décede en 1759.
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Les personnages

Les personnages en 1732

Jacob Hermann (1678-1733)

Bélois, éleve de Jacob Bernoulli, il est professeur
a l'université de Padoue en 1707, a Francfort, puis
participe a la création de I'’Académie de Saint-
Petersbourg de 1724 a 1731 avant de rentrer a
Bale.

o Jacob
Hermann a 54
ans
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Les personnages

Les personnages en 1732

Francois Nicole (1683-1758) est un mathémati-
cien francais, membre de I'académie depuis 1707.
Il fut un des rapporteurs du traité de Clairaut sur
les « Courbes a double courbure ».

o Francois
Nicole a 49
ans
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Les épicycloides sphériques La fenétre de Viviani

Vincenzo Viviani (1622-1703)

Vincenzo Viviani est un disciple
de Galilée. Mathématicien, histo-
rien des sciences, physicien.

En 1692, il lance un défi : Aenigma
geometricum de miro opificio testu-
dinis quadrabilis hemisphaericae. ||
s’agit de « quarrer » une partie de la
sphére, de fagon « algébrique ».
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La fenétre de Viviani

En réalité, c’est le complémentaire de la fenétre dans la demi-sphére
qui est quarrable et vaut le carré du diametre.
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Les épicycloides sphériques Le probleme d’Offenburg

La relation de '’Abbé Bossut

Le probleme de Viviani sur la quadrature de la voite hémisphérique,
en fit naitre longtemps apres un autre de pareille nature, proposé par
un géometre, d'ailleurs assez peu connu, nommeé Ernest
d’Offemburg : c’était de percer une route hémisphérique d’un nombre
quelconque de fenétres de forme ovale avec cette condition que leurs
contours fussent exprimés par des quantités algébriques ; ou bien, en
d’autres termes, il fallait déterminer sur la surface d’une sphére des
courbes algébriquement rectifiables. On voit d’abord que les courbes
demandées ne peuvent pas étre formées par l'intersection d’un plan
avec la sphere, puisque toutes ces intersections, en quelque sens
qu’on les fasse, ne sont jamais que des cercles : elles appartiennent a
la classe des courbes a double courbure. Ce probleme, quoique
curieux et difficile, demeura intact pendant long-temps, et on ignore
méme si l'auteur l'avait résolu.
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Les épicycloides sphériques Le probleme d’Offenburg

210

DE EPICYCLOIDIBUS
IN SUPERFICIE SPHAERICA
DESCRIPTIS.

Auctore
Jacobo Hermanno.

M. Nov. Triginm quatuor jam effluxere anni, ex quo aenigma
1726. ‘geometricum de miro opificio testudinis quadrabilis

‘Hemisphaericae Autore D, Pio Lisci Posillo Geometra
Florentiae exiit in publicum., Sub hoc nomine, quod
per anagramma significat Postremo Gulilaei Discipulo,
Vincentius Fivianus Magni Ducis Helruriae Mathema-
ticus latere voluit. Is enim impresso programmate
aenigma suum peritiontbus Analystis examinindum
commendavit bis verbis : Cujus (aenigmatis) divinatio
a secretis artibus illustrium Analy.larum vigentis acvi
expectatur, quod in° Geometriae pura historia versatus,

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.) Les épicycloides sphériques

Herman, dans un mémoire sur la rectification des épicycloides
sphériques, crut que ces courbes satisfaisaient en général a la
question d’Offenburg, ou qu’elles étaient algébriquement rectifiables.
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Les épicycloides sphériques Le probleme d’Offenburg

Epicycloides planes

Les épicycloides planes
sont obtenues en faisant
rouler un cercle sur un
cercle. Si le rapport des
rayons est rationnel, elles
sont algébriques. Toute
arche a une longueur qui
s’exprime rationnellement
en fonction du rapport des
rayons.

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)
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Les épicycloides sphériques Le probleme d’Offenburg

Epicycloides sphériques

La définition est analogue a celle des épicycloides planes : un cercle
de rayon a roule sans glisser sur un cercle fixe de rayon r, en restant
dans un plan qui fait un angle constant avec le premier cercle.

A
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Chronologie Premier épisode

Un géomeétre prometteur ?

© 1eravril 1731 ‘Bernoulli & Maupertuis

Dans le tems que la goutte me
tourmentoit le plus, je regus une lettre
de Mr Clairaut ou il dit, qu’il m’enverra
un livre de sa fagon qui venoit de sortir
de dessous les presses, sur les courbes
qui ne se peuvent tracer que sur les
surfaces courbes, me priant de lui en
dire son sentiment quand je 'aurai lu.
[...] Dites moi donc ce que vous pensées
de cet ouvrage et s'il répond a la haute
idée que les savants de Paris ont
congué de son auteur, beaucoup au
dela de son age.
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Chronologie Premier épisode

Un géomeétre prometteur ?

o 23 avril 1731

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)

Maupertuis a Bernoulli

M. Clairaut m’avoit dit Monsieur que
vous le renvoyiés a moy pour sg¢avoir ce
que vous pensés de son livre. Rien ne
me flatteroit plus que de penser que les
jugements que je porte fussent
conformes a ceux que vous porteriés
mais il me faudrait avoir bien de la
présomption pour le croire. Je n’ay point
encor lu serieusement ce livre ; il me
semble quil contient dassez bones
choses mais ce quil y a de plus
merveilleux est I'age de l'autheur ; ils
avoient aussy en Angleterre lorsque 'y
etois un geometre precoce.
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Chronologie Premier épisode

Un géomeétre prometteur ?

Bernoulli a Cramer

On a lieu d’attendre de sa capacité des
o 1¢ septembre choses de plus grande importance,

1731 quand il sera parvenu a un age plus mur
apres ce bel echantillon qu'il vient de
donner au public dans un age si tendre.
[...] Quand au reste M. Clairaut feroit
bien de pousser plus loin les recherches
sur les courbes a double courbure, car il
n’a fait encore qu’effleurer cette matiere,
quoique ce soit beaucoup pour son bas
age, le plus difficile seroit de determiner
des courbes sur une surface courbe
donnée, qui fissent la fonction de
quelque maximum ou minimum.
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Chronologie Premier épisode

Un géomeétre prometteur ?

Bernoulli a Cramer

p ex. la courbe a double courbure de la
o 1er septembre plus vite descente, ou simplement celle
1731 qui soit la plus courte entre deux points
sur une surface courbe donnée, ce que
j'ai proposé il y a deja [de] longues
années, et dont j’ai donné des solutions
genérales a Mrs de Maupertuis et
Klingenstiern, [...]
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Chronologie Premier épisode

Un géomeétre prometteur ?

Bernoulli a Cramer

Je serai curieux d’apprendre si Mr
Clairaut aura resolu le probleme de
determiner sur une surface courbe

o 5 décembre donnee une courbe a double courbure

1731 dont chaque arc ait la moindre longueur

possible entre ses deux extremiteés [...]
M. Clairaut pourroit aussi éprouver ces
forces en tachant de resoudre le
probleme des epicycloides spheriques
dont parle Mr Herman dans le premier
volume des Commentaires de
Petersbourg page 210. ou par
épicycloide spherique il entend la
courbe a double courbure qui se decrit

sur la surface d’'une sphére [...]
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Chronologie Premier épisode

Un géomeétre prometteur ?

o 30 décembre
1731

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)

Bernoulli @ Maupertuis

Je ne sai si en faisant a la campagne un
Extrait du premier Volume de I'’Acad. de
Petersbourg Vous n’avés pas remarqué
de meme un autre paralogisme
beaucoup plus important que Mr.
Herman a commis qui gate toute sa
Piece et qui rend fausse la solution qu’il
pretend donner du probleme d’'un
certain Offenburg ; Cette piece se trouve
page 210 ou a l'imitation du probleme
de Viviani sur la figure quarrable dans la
surface hemispherique il entreprend d’y
determiner des figures algebriques pour
les fenetres du Dome,
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Chronologie Premier épisode

Un géomeétre prometteur ?

o 30 décembre
1731

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)

Bernoulli @ Maupertuis

... dont les circonferences soient
absolument ou algebriquement
rectifiables ; Il employe pour cela les
Epicycloides spheriques, qu'il croit
comme les Epicycloides ou
hypocycloides planes (en prennant le
point decrivant sur la circonference du
cercle generateur) generalement
rectifiables, mais son raisonnement
renferme une erreur grossiere dont il
devroit etre honteux ; cette erreur est a
la fin de la page 215 ou il dit interea vero
describet BL sectorem LBl similem
sectori BSb, ce qui est absolument
fauxf..]
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Chronologie Premier épisode

Un géomeétre prometteur ?

o 30 décembre
1731

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)

Bernoulli @ Maupertuis

Comme la veritable maniere de trouver
les dimensions des epicycloides
spheriques m’a paru asses difficile j'ai
eté curieux d’en chercher une methode,
que j'ai enfin trouvée, cherchés la aussi
pour voir si nous nous accordons, je
mettrai la mienne par ecrit, que je Vous
communiquerai si Vous la souhaittés, je
trouve qu’il n’y a qu’un seul cercle dans
la sphére a prendre pour le generateur,
qui produise une Epicycloide
algebriquement rectifiable. Mr. Clairaut
devroit s’y appliquer aussi, parceque les
courbes sont du genre des courbes a
double courbure.
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Chronologie Deuxiéme épisode

Maupertuis et Bernoulli

Maupertuis a Bernoulli, 28 janvier 1732

Je n’avois point remarqué la faute que vous avés decouverte
dans la rectification des epicycloides spheriques et le mem.
m’avoit paru joly ; cependant cette faute le gaste vilainement.
Je ne suis pas en etat de resoudre le probl. dont vous me
parlés sur cela, j’en parleray a m. Clairaut qui a en verité
beaucoup de talent pour la geometrie et qui a ce que j'espere
la remettra un jour en vigueur dans I’Acad.ie. Je vous seray
infiniment obligé de m’envoyer ce que vous avés fait sur cela.
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Chronologie Deuxiéme épisode

Maupertuis et Bernoulli

Maupertuis a Bernoulli, 10 mars 1732

Je vous rends mille graces pour votre bel ecrit sur les
epicycloides et pour toutes les bontés que vous avés de me
prodiguer vos decouvertes. Je peux vous asseurer que
quelque soit votre paresse pour les mettre en ecrit, elle ne
scauroit etre aussy grande que le desir que j'ay de les voir.[...]
M. Herman n’est pas heureux dans les Mem. de

Petersbourg ; je ne m’etonne pas que le pied glisse dans de
pareilles matieres, mais je m’'etonne qu’on soit si prompt a
chanter victoire et a croire avoir fait plus que vous. Il est
plaisant qu’il soit I'Offenburg du long silence du quel il paroist
etonné. Tout cela me fait voir une chose que je scavois deja;
que 'amour propre et 'amour de la vaine gloire font faire bien
des Beveues.
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Chronologie Deuxiéme épisode

Maupertuis et Bernoulli

Maupertuis a Bernoulli- suite

Je crois bien que le probl. dont vous me parlés, de tracer sur
la surface de la sphere une courbe algebrique et
algebriquement rectifiable, independament des epicycloides
est un terrible probl. M. Clairaut a qui je I'avois proposé de
votre part n’y a pas mordu. Vous entendés sans doute par
algebriques, les courbes dont la projection sur un plan est
algebrique. Quant a ce que vous me dittes d’essayer de
trouver pareilles courbes sur la surface du cylindre, je prens
cela pour un compliment et connois trop bien mes forces pour
I'entreprendre.
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Chronologie Deuxiéme épisode

Maupertuis et Bernoulli

Bernoulli @ Maupertuis, 13 avril 1732

J'ai bien de la joye que mon ecrit sur les epicycloides ait
eu le bonheur de vous plaire, je tacherai de vaincre ma
paresse pour mettre en ecrit la seconde partie de cette
matiere, qui est de trouver a priori et analytiquement sur la
surface spherique une courbe algebrique qui soit
algebriquement rectifiable, sans supposer I'epicycloide. [...]
Vos reflexions faites a I'occasion des paralogismes de Mr.
Herman sont excellentes ; ce bon homme toujours rempli de
son imagination glorieuse d’avoir fait des merveilles par sa
solution pretendu de son probleme proposé
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Chronologie Deuxiéme épisode

Maupertuis et Bernoulli

Bernoulli a Maupertuis (suite)

...sous le nom d’Offenbourg, sera bien honteux quand il verra
un jour son vilain pas de Clerc, commis dans cette affaire, et
toutes ses autres erreurs : car je n’ai pas encore trouvé a
propos de I'en avertir, pour le laisser jouir plus longtems de la
douce contemplation de ses lauriers chimeriques. Vous
verrés par I'analyse que je Vous enverrai, que le probleme [...]
n’est pas aussi redoutable que Vous pensés ; De sorte que
Mr. Clairaut, qui a fait son etude favorite des courbes a
doubles courbures, devroit mordre a ce probleme plus que
personne autre.
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Chronologie Deuxiéme épisode

Maupertuis et Bernoulli

Bernoulli a Maupertuis, 2 mai

fe Vous y ai promis ma solution directe du Probleme des
Courbes algebriques et rectifiables a tracer sur la surface
sphérique ; Pour m’acquitter de cette promesse, voici le
cahier c’y joint qui contient ma methode : peutetre y trouverés

vous de quoi repaitre Votre curiosité par la singularité de
I'analyse dont je me suis servi.
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Chronologie Deuxiéme épisode

Maupertuis et Bernoulli

Maupertuis a Bernoulli, 12 mai 1732

Je me suis monsieur enhardy a chercher une courbe
algebrique et rectifiable sur la surface de la sphere et voicy ce
que jay fait sur cela; faittes moy la grace de me dire si j'ay
reussy [...] Voicy un papier que m. Clairaut a qui j'avois parlé
de cela vient de m’envoyer. Il me prie de vous presenter ses
respects.

Il s’agit de I'article Maniére de trouver des courbes algébriques et
rectifiables sur la surface d’un céne.
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Chronologie Deuxiéme épisode

Maupertuis et Bernoulli

Maupertuis a Bernoulli, 14 mai 1732

Je ne scay pas ce que vous aurés pensé de moy, lorsque
vous aures receu ma lettre de Lundy. 4 heures aprés I'avoir
envoyée a la poste je receus celle que vous me faisiés
I’'honeur de m’ecrire du 8 ou je trouvay votre solution du probl.
des courbes rectifiables ; [...] je vous en envoye une solution
qui paroist absolument copiée sur la vostre le mesme jour
que je recois la vostre, et dans laquelle jusqu’aux memes
signes sont nommees par les mesmes lettres. Il me semble
qu’il y auroit la de quoy vous indigner, et me faire regarder
come le plus impudent voleur, si je ne vous disois que le
samedi 10 de ce mois, etant a I’Acad.ie je donnay ma solution
par ecrit, precisement telle que je vous l'ay envoyée a m.rs
Nicole et Clairaut.

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.) Les épicycloides sphériques 13 mai 2013 21/46



Chronologie Deuxiéme épisode

Maupertuis et Bernoulli

Bernoulli @ Maupertuis, 25 mai 1732

Votre derniere lettre du 14 de ce mois me fait voir que Vous
étes dans une etrange inquietude a cause d’une fatalité qui a
voulu que ma solution du Probleme des Courbes rectifiables
sur la surface spherique etc. Vous fut livrée le meme jour que
Votre precedente lettre contenant Votre solution du meme
Probleme avoit eté envoyée a la poste ; Et comme les deux
solutions sont dans le fond tirées d’'une meme methode, Vous
craignés vainement que cette identité ne me cause le
soupcon comme Si la Votre eut eté copiée sur la mienne. Non,
Monsieur je n’ai jamais eu cette pensée, rassurés Vous donc
et quittés Votre inquietude. (critiques sur le texte de Clairaut)
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Chronologie Deuxiéme épisode

Clairaut s’intéresse aux épicycloides

24 septembre 1732, Maupertuis a Bernoulli

Ce que je vous demandois la permission de lire a '’Academye
c’etoit I'un et I'autre de vos ecrits ; le 1.er sur les epicycloides
spher. le 2.nd sur l'investigation des courbes rectifiables et
algebriques etc. Il me semble qu’adoucissant les endroits ou
vous relevés m. Herman il n’auroit pas lieu de le trouver
mauvais ; et cela me paroitroit d’autant plus a propos que
m.rs Nicole et Clairaut ont entrepris aussy cette matiere, le
dernier d’'une maniere fort elegante, et qui je crois se raporte
assez a la vostre, il doit vous la comuniquer ; pour m. Nicole
je ne scay par quelle fatalité il s’est allé jetter dans des
equations d’'une page ; ils ont dessein l'un et I'autre de lire ce
qu'ils ont fait sur cela a '’Academye : pour moy je ne feray de
votre ecrit que l'usage que vous m’ordonnerés.
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Chronologie Deuxiéme épisode

Clairaut écrit a Bernoulli

Pendant 'été, Clairaut a cherché a se faire inviter chez Bernoulli.
Celui-ci a tout fait pour I'en dissuader... La goutte. Le premier octobre,
Clairaut écrit donc pour présenter sa solution au probléeme posé a
Cramer, celui de la ligne la plus courte, ainsi que sa solution du
probléme des épicycloides.

1er octobre 1732, Clairaut a Bernoulli
Lautre Probleme est une maniere d’avoir I'element des
Epicicloides spheriques de Mr Herman. Comme dans mon
petit traité des Courbes a doubles courbur j'avois resolu un
probleme qui y a beaucoup de rapport, je crus quand j'en
entendfois] parler a mr de Maupertuis que je pourrois le
trouver [par] mes equations generales, mais quand je I'eus un
peu examiné je vis qu’il s’y falloit prendre d’une autre fagon,
la voici que j'ai 'honneur de vous montrer et que je vous
supplie de vouloir bien examiner.
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Chronologie Deuxiéme épisode

2 Novembre 1732, Bernoulli a Clairaut

Votre solution Monsieur du second probleme sur les
Epicycloides spheriques est aussi tres elegante, j'en suis
charmé et je ne doute nullement que Vous ne la trouviés
conforme a la mienne, tirée du mem fondement, excepté que
la Votre est plus analytique et la mienne plus geometrique. Je
vois avec etonnement, que Vous étes en état de resoudre les
problemes qui donneroient de la besoigne aux plus habiles
Analystes et ou les plus versés et les plus habitués dans les
calculs pourroient se tromper, comme il est arrivé en effet a
Mr. Herman, qui a commis dans sa solution de ce meme
probleme un grand paralogisme. Ce seroit donc bien sous
Votre manuduction que je devrois me perfectioner dans la
sublime Analyse ; si j'etois moins agé je Vous prierois
volontiers de me donner des lecons au lieu que Vous m’en
demandés, soyés persuadé que c’est sans flatterie que je

parle de la sorte. Permettés que je Vous indique [...]
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Les mémoires Le texte de Clairaut
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DES SCIENCES 289

DES EPICYCLOIDES SPHERIQUES.

Par M. CLAIRAUT.

L QCOir un cercle
NI rovlant fur

un autie cercle 45,
eaforte que fon plan
NGB fuffe totjours
le

E

foit N un
des points de fa cir-
conférence N B qui
déerit pendant ce rou-
lement la courbe que
Ton appelle Zpicy-
cloide [pherique. Je me
propote dabord de A

trouver l'expreffion ulgébrique des arcs de cette courbe, o,
ce qui revient au méme, la valeur d'un de fes éléments quel-
conques.

Pour cela je mene NG perpendiculaire au diametre FPB
du cercle roulant, GE perpendiculaire i CB,
ce AB, jabbaiffe auffi Tordonnée N de y
fphérique, & je tire ME qui fe trouve perpendiculairé & BC.
1 eft chir que Pélément cherché eft fa racine du quarré de
T'élément de 1a courbe de projection, plus le quarré de la
différence de N, Le Probleme fe réduit donc i trouver
T'éiément de fa courbe de projection & 'ordonnée N expri-
mée par fa méme variable.

La variable que je ferai entrer dans Tune & fautre de ces
exprefiions fera BG' que je nommeni x, & elle me donnera;
en nommant aufit £B, 2a, CB, r, BE qui doit étre n

Mo, 1722, Oa

La variable que choisit Clairaut
(notée x, est la grandeur BG, ce
qui est un peu surprenant. Les
grandeurs de la figure sont ex-
primées en fonction de x, des
rayons r (cercle fixe), a (cercle
mobile) et de n, cosinus de
'angle entre les plans des deux
cercles. La condition de roule-
ment s’exprime en disant que
'arc BN est égal a I'arc AB.
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290 MEMOIRES DE ACADEMIE Rovare

naifon conflante avec FB, nx, GE=x V(1—unn), GN
=V(2ax—uxx), CE==r—nx, NB qui eft égal 3 AB
par fa propriété du roulement fera = /- —eds

Pour trouver 'élément de la courbe de projection formée
par les points A4, je fa confidere d'une fagon indépendante
de I'Epicycloide, & plus générale, en réfolvant ce Probleme:
Soit une”"cowrle Mm
determince, e prenant
Sfir I crde AB des
parties quelcongues AB
Sfar les rayons CB des
partics BE, dont I
relation foit donnée avec
AB & & lestremire
de ces parties BE. des
perpendiculaires E M
( toijours dans le méme
plan ) qui ayent auffi
une relation donnée avec
BE, on demande Jex-
preffion de Iélément de cente courle.

La folution de ce Probleme eft bicn fucile, car que m foit
un autre point de s courbe infiniment prés de M, & me,
€b, les deux coordonnées i ce point, & foient prolongées
me & ME jufqu'au point de rencontre D. Soit de plus tiré
M, & les petits arcs mR & EL des centres D & C, on
=d(AB), eL=d(BE), me — ME=EL
d(ME) & par les tiangles C B4, CEL, eLD,

L, LD= )., &c. par conféquent
rARE — ME & MR = SEx 448
—d(ME), & par les wriangles femblables Dm R, De L,
mR= 4L xCBNE=d(45) Dong on aura v{[ Lyt

= d (ME)]" 4 (L2 AEEME 1 d(45)):) bou [ élément

Les épicycloides sphériques

Par le moyen de triangles semblables,
Clairaut calcule la longueur de I'arc de
I'épicycloide sphérique. Il obtient

? (2)" xx

2ax — xx

dx ? +1—nn+

puis examine des cas particuliers. Le
premier est celui, évident, ou n = +1 :
la courbe est alors une épicycloide
(ou hypocycloide) ordinaire, puisque
les deux cercles sont dans le méme
plan.
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Le second cas particulier est ce-
lui ou r = a, les deux cercles
ont méme rayon. Clairaut an-
nonce que dans ce cas, la pro-
jection de I'épicycloide sphé-
rique est algébriquement recti-
fiable, puisqu’elle est semblable
a une épicycloide plane. Il pré-
cise que c’est un cas particu-
lier d’un résultat (p. 106) de ses
Recherches sur les courbes a
double courbure.

=] F = = RN Ge
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Les épicycloides sphériques

Enfin, dernier cas particulier,

Si l'on fait r = an dans la valeur
générale de I'élément des
Epicycloides, on la changera en

%\/1 — nn dont l'intégrale est
21 —nn. D’ou I'on voit

qu’alors I'Epicycloide est
algébriqguement rectifiable, & si
de plus n est un nombre
rationnel, 'Epicycloide sera en
méme temps algébrique &
rectifiable.

v

o = = = T 9Dac
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Le probleme d’Offenburg est résolu; il ne reste plus qu’a observer que
r = an signifie que le cercle roulant est un grand cercle de la sphére
contenant I'épicycloide sphérique. Comme le remarque Bernoulli, c’est
exactement la situation de I'écliptique dans la sphére céleste.

Clairaut poursuit son mémoire en quarrant une arche d’épicycloide
sphérique... Ce n’est pas algébrique.

On ne sait pas quand Clairaut a lu son mémoire a '’Académie, sans
doute en février-mars 1733. Le mémoire sur le cbne avait été lu le 11
juin 1732.
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Les autres mémoires : Bernoulli

Ce mémoire de Bernoulli résout le probléme d’Offenburg, tout en
donnant plus de détails, et en égratignant (gentiment) Herman. Ses
calculs sont différents de ceux de Clairaut.

Il « résout » le probléme de I'unicité de la solution, en recherchant une
courbe sur la sphere dont I'élément d’arc soit proportionnel a celui de
sa projection : il retrouve les épicycloides sphériques solutions.

En septembre, Maupertuis demande a Bernoulli la permission de lire
son mémoire a 'académie. Bernoulli réponds favorablement le 9
octobre 1732. En 1734, aprés la mort d’Hermann, Maupertuis
demande a Bernoulli d’insérer ses mémoires dans les mémoires de
1732.
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Maupertuis résout donc le probléme réciproque, comme Bernoulli, en
résolvant I'équation différentielle de fagon plus efficace.

Le mercredi 3 décembre 1732, Maupertuis a lu la suite de son
mémoire ; consacrée aux courbes sur la sphére dont la rectification
dépend de la rectification du cercle ; il trouve en particulier les
loxodromiques.
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Proportion G4 (1) « AY (v 21x) i+ D (1)« QI ==LV 2nx

On aura aufli fa corde Qm = V2rz, & pour avoir I
rapport de la corde Qm a la corde Q/, il faut trouver le
rapport de 7 A x. Pour le trouver ce rapport , je remarque
que Parc Q7 cft & farc Qm, comme DQ eft 3 CA.

Ainfi pour treuver L'expreflion en x de la corde Qm,
celte partic du Probleme fe réduit A trouver fa corde d'un
arc, lequel arc foit & un autre arc, dont la corde eft donnée
dans un rapport donné qui eft ici de # & 7,

Pour cela foit un cercle ACBD, dont le diametre eft AB;
fi 'on mene deux cordes quelconques AC, AD, & auffi
celles de leurs compléments CB & DB, on feait que AC
x DB+~ AD x BC=AB x DC. Ainfi {i I'on nomme
AB, 2r,& AD (1), par cette propofition, lorfque f'arc AC
eft égal d 'arc AD, la corde CD de F'arc double fera connué.
Par le moyen de fa corde de I'arc double, on connoitra ceile
de Yarc triple, & par celle-1a la corde de 'arc quadruple, &
enfuite celle de f'arc quintuple, fextuple, &c.

Toutes ces cordes feront,
la corde de l'arc fimple étant

Celle de I'arc double fera. ..
Du 3me

Du 4me,
Du gme,
Du 6re,
Du jyme,
Du §me

Dugme,.... PYTTIIN APy Y R
E

b —
Du ro™eu.os v thx5r—aor bt AB—8rB .

Du

Les épicycloides sphériques

MANIERE de déterminer la
nature des roulettes formées
sur la superficie convexe
d’une sphere, & de dé-
terminer celles qui sont
géométriques, & celles qui
sont rectifiables.

Il est lu le 20 décembre 1732,
continué le 23 décembre. |
n’est pas encensé par le couple
Maupertuis-Bernoulli.
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Annexe : Bernoulli

Bernoulli....

PROBLEME
SUR
LES EPICYCLOIDES SPHERIQUES.

Par M. BernouLLl, Profefleur de Mathématique
a Bile.

Vey. Acad. Petrop. vol. 1. p. 2 10.

O17 le cercle immobile HBED, dont le centre eft C,

& le rayon CB. Soit fur ce cercle un autre cercle mo-
bile BLA, qui tourne de £ par B vers H, don} le‘rnyon
eft GB, & qui conferve, en tournant, fa méme inclinaifon
fur le plan du cercle i bile. Soit le ment de
1a rotation en- £, d'obt un point L, dans la circonférence
du cercle mobile, commence & décrire I'Epicycloide £L/,
qui fera fur quelque fuperficie fphérique; oon demande fa
rectification de {Epicycloide £L/, Ja maniere de la déter-
miner, &c.

Préparation pour la Solution.

Confidérons le cercle mobile dans une fituation quelconque
touchant en B le cercle immobile, & prét 2 parvenir en 4,
infiniment proche de B, pendant que le point décrivant L,
pris fur a circonférence du cercle mobile, paffe en /; & fon
aura L/ pour élement de I'Epicycloide £L 1

Soit donc congii le point du contact B cftre venu en 4,
& Yarc du cercle mobile B L, tranfporté en 4/, qui fera
augmenité de la particule B4, élement commun aux deux
cercles dans feguel ils fe touchent. On aura donc, par Ia
mature de la rotation, Bb= 1a différence dec farc BL,. &
partant = Tarc 4/ — larc B L. Des points B & & foient
tirées les tangentes BJS, bs communes aux deux cercles :
B fera la commune interfection des plans du cercle mobile,

Ggiij
Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)
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aux_deux rayons CB & GB, &‘quc I'ungfc CBG ot la
mefure de Tinclinaifon mutuelle des plans, qui eft donnée.
Du point décrivant L, foit tirée la perpendiculaire L8 far
Ia tangente B, & Ia perpendiculaire LR fur le rayon BG
du cercle mobile.

Soit de méme, du point /, tirée Ia perpendiculaire /5 fur
fa tangente 45, & la perpendiculaire. /7 fur le rayon bg dans
Ia fituation prochaine. Si maintenant des mémes points §
& s, on tire dans le plan immobile les droites SO & 5O
perpendiculaires aux tangentes 85 & b5, & quon abbaiffe
des points L. & / du cercle mobile, dans une & lautre
fituation, les lignes LN & /n perpendiculaires au plan im-
mobile; e point N fera dans fa droite SO, & le point n
dans 5O ; & la courbe £Nn qui paffe par tous ces points
fera fa projection ichnographique ‘de I'Epicycloide £L17
Car comme B eft perpendiculaire au plan qui paffe par les
droites BC & BG, de méme BS eft perpendiculaire au
plan qui paffe par les droites SN & SL : if faut entendre
1a méme chofe des deux autres plans qui paffent par 4C,
4G, & par sn, sl, aufquels plans 45 eft perpendiculaire, &
Yon aura ainfi les angles OSL, CBG, Clg, Osl égaux
entr'eux, & chacun égal i linclinaifon conflante des plans
du cercle mobile & de 'immobile. Soit mis 7 au point olt
50 coupe BS, & Yon aura le triangle SO¢ femblable au
triangle 75 qui eft femblable au triangle BC5, comme on
le voit facilement. Enfin foit conglié NP dans le plan im-
mobile parallele 2 Sz.

SorLuTtron

Cette préparation fiite; folent ie rayon du cercle immobile
CB ouCb=a, le rayon du cercle mobile G5, ougb=—5,
e finus droit de Yindlinaifori des deux plans =g, en prenant
Lunité pour le finus total, fon cofinus = V{1—gg)=H,
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Tabfeife dans le cercle mobile BHR:;, c‘; ;ux donne —}(jz
ou BS=V[2bx—xx), & parunt d (bR)=dx, &
—__b—
d(RL) oud(BS)= gry=ds; d (arc BL) = hex .
§. L. On trouvera le rayon de la fphere fur fa foperficie
de laqu«ill: on dérit f Epicycloide, en prenant une quatriéme
proportionnelle, au finus d'inclinaifon des plans, au finus total,
& a la dittance CG' des centres des deux cercles; or CG
=V{(aa—2hab-~b4); on aura donc le rayon de la {phere
;’— V(aa—2hab-~b}). La démonfiration en eft fi
facile, qu'elle ne mérite pas que je fa mette ici.

s 1L Puifque d(BS) ou 7ob=* dx = bs — BS

=0B—1S; & que d (arc BL) ou V(}i;'_’" = larc 4!
—larc BL = Tarc b E —Varxc BE =48, on aura
1= 4 _

T V(rbx—zx)*

S 11l A caufe des triangles femblables CB4, OSt, ona
Bbou g Stou gt Chona. 0S=%.,

S. IV. A caufe des triangles femblables CB4, bst, on a
Cﬁl::x a.bsouV(2bx—xx) :: Bb ou Wﬂﬁtﬁ .t

=

$. V. Maintenant i caufe de Tangle droit LNS & de

LSN=ABC = lincinifon dcsgdcux plans, on aura

1.4:: 8L oux . SN; dou f'on tire SN=kx; donc

d(SN) =hdx. Or d(SN) =sn—SN=sn—1P

=st—+Pn ,hjionc st—=Pn=hdx, & dtant de part &
;

dautre 57 ou 225, refle Pn=hdx — b= — (ls=t) sy,
2 (=

S. VI. On 205 ou (s 3.) "“' « ON(0S—SN) ou

G—hx St ou (s 2) gt L NP, &ainfi NP
e (a—hb)xdy .
- 7?{;5.—)-:.7'

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)
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S VITI. Aya‘nt ainfi trouvé les trois éléments NP ==
a—hb)xds (6 6), Pn="22=L dx (5. 5.) & d(LN)

aV{2bx—xx) a

== gdx (5. précéd.) on aura premiérement Iélement de fa
courbe de projeclion, ou Nu == V(NP* —+ Pn’ ) =
dx V[%ﬂ—ﬂf{?i] , & enfuite I'élément L7 de

YEpicycloide = V[ No*o—d (NL)*] = dx v "=

T ar—aas

—1—!%—0—55] = (acalede b +gg=1)
—dx V[ESHLt  aa—2hab—-bb), dont Fintégrale
donne la longueur de Tarc de {Epicycloide £ L. Mais,
aa—2hab—-bb éant > (a—1hl)*, on verra avec une
1égere attention, que cette intégrale en général dépend de la
quadrature de Phyperbole. C. Q. £. 7.
s. IX. On voit par-li que M. Herman fe trompe, forf~
v'il croit 'Epicycloide fphérique rectifiable algébriquement;
?on paralogifme fe trouve dans fa ligne pénult. p. 2 1'5. 1 ot
il dit, interea vero (dum circulus generator rotatur) deferibet B L
feclorem L BI fimilem feclori BBb. Ce qui n'eft pas vrai; car
fa ligne Bb n'eft pas dans le méme plan que le cercle géné-
rateur BLA, mais Bb décline de ce plan de la quantité de
Vangle de contact 6 Be; d'ot il eft facile de voir que cette
déclinaifon dans la rotation empéche le fecteur LB/ d'éire
femblable au feGteur B3 4.

. X. Corol. 1. Si h==1, & par conféquent g=—o0, on
aura pour I'élément de fa courbe cycloidale - dx V[/‘?fb_/—x"
-+ (a—0b)"] ==t ux Vg —+1) = ":5 dx.
1 74 3%;}, dont Tintégrale ( en lui faifant fa correction
néceflaire) donne 2a—2h [26—V(4bb—2 bx)]s

dans laquelle i on prend x =2 b, on aura toute fa demi-
épicycloide
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DES DCIENCES 241
&icycloide = Or l'ﬁ—jﬁﬁ c4liia—b. 4,
Ceft-a-dire, toute la dej »épirydoi'dc eft 2u double du dia-
metre A B du cercle généraeur, comme la différence des
rayons de fun & de lautre cercle, eft au rayon du cercle
immobile ; c'eft ce que trouve M. Herman dans fon fecond
corolhire, & cela ne doit pas furprendrc parce que fon
paralogifme cefle dans ce cas, ol la cycloide cefle d'¢ue
fphérique, & devient planc; car £ étant =1 = finus total,
Vinclinaifon des plans s'évanouit, & ils sappliquent I'un
fur autre, de maniére que la petite ligne 24 fe trouve dans
Ie plan du cercle mobile auffi-bien que dans lautre, cas dans
lequel on peut conclure avec vérité que le fecteur LB/ ( dans
1a Figure de M. Humnn) fera femblable au fecteur BBb
ce qui n'elt pas permis dans les Epicycloides [phériques, a
caufe de la non-coincidence des plans.

. X1 .l y a encore un autre cas dans lequel la fimifitude
de ces fecteurs a lieu; ceft quand « ou le rayon du cercle
immobile eft infini, & qulainfi f circonférence dégénére
en ligne droite coincidente avec la tangente, & que par
conféquent la figne B4 fe confond avec Be qui cft dans le
méme plan que le cercle mobile. Ainfi dans ce cas, il fera
vrai que toute fa demi-cycloide fera au double du diametre
AB, comme V(aa—2hab-~1b1) i a, ou fimplement
comme a & a; car V{aa—2hab—b1l) devient —=a,
3 caufe de 4 infini, par rapport 2 4 & /44. On aura done
dans ce cas-la fa ‘demi-cycloide quin'eft que la cycloide or-
dinaire, ¢gale au double du diametre. Ce qu'on fgait, il y a
long-temps.

Mais notre formule - a’xV[/ _T;"—l—aa—zlmb—l—bﬁ]
le donne aufli, en effagant les termes qui s’évanouiffent
devant a & aa; car elle fe change en celle-ci, (l.u/(TE:ﬁT),
qui étant intégrée, donne 46— 2V(4bb—2bx) pour
Ta longueur de Yarc de fa cycloide EL; ainfi prenant x=
tout le diametre 24, on a la demi-cycloide = 4.0, c'eft~
a-dire, égal au double du diametre.

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)
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Fc T xppolli’u ik claﬂ'e des cyc[th car en effet
ces cycloides font toutes deux plancs. Ainfi il 'y a pas
une fe{llc E'plcyclmdc fphérique qui ait fa longueur que pref=
crit fa regle tirée de cette Solution.

o nugues e prsiaassy

CororLraire IL

s. XII Soit maintenant /=0, & par conféquent g=r,
ce qui eft fe cas oltles plans des cercles font perpendiculaires
Tun 4 lautre; on aura I'édfement de I'Epicycloide L/=—=—dx
V(S aatbl) = (I\‘/(znab+:
lnmgulc, comme on a dq:l obfervé en gé
dépend de fa quadrature de Phyperbole. MJls Pl
courbe de projection Nn=—=—dx ylram i

——=——) s'integre

par la quadrature du cercle fi @ > &, par la quadrature de
Thyperbole i a< &, mais algébriquement fi =1, car on
adans ce cas/ia’ dx V{%}: ’;fi— 2Ly abb—2bx)
=4b—2V(46b—20x). Etainfila courbe de projection
de toute fa demi-Epicycloide =424 — 44, c'eft-a-dire,
égal au double du diametre du ccrcle générateur : ce quon
peut auflt déduire dailleurs ; car cette courbe de projection
eft une Epicycloide plane, produite par la rotation du cercle
fur un cercle égal dans fe méme plan, e diametre de ce cercle
étant fous-double du diametre du cercle mobile générateur
de 'Epicycloide fphérique, dont il eft ici queftion, & dont
1a courbe de projection eft aufli du genre des caufliques.

§. XIIL. Ona la redification de la courbe de projection
dans le cas a==5, fion-feulement lorfque s=o0, mais quel
que foit #; caralors {'élément NV que nous avons trouvé en

généaal (5. 8.) = L dx V[LEE 4 fha—b)']

b—x
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dans ce cas ol a =4, devient = (1—4) dx V/(=2), dont

20—,
Tintégrale eft (1—4) x [46—2V(4bb—20%)] =
Tarc EN; & lorfque x=24, on aura fa Jongueur de Ja
dcmi—;rbojcuée, qui répond 2 fa demi-épicycloide = 4.4
— 4 kb . .

S. XIV. Au refte dans le cas k=o, lorfque les deux
cercles font perpendiculaires {'un A fautre, on trouve le
rayon de Ia fphere, fur fa fuperficie de laquelle I Epicycloide
ELI eft décrite =V/(aa—-bb). Dol fon voit qivaucun
des deux cercles ne fgauroit étre un grand cercle de la fphere;
car 'un & Pautre de leurs rayons, tantaque beft <v{aa~08).

CororLrarre IIL

§. XV. Pour trouver maintenant les cas de recificabilité
de IEpicycloide fphérique; je vois d'abord que fi dans la
formule générale (5. 8.) L= —dx V[%—I— aa
—2kab—-10b], on fait a==14b, clle fe change en L7

= 77 dxV(bb—hhbs), qui decaufe de 1 —hh—=ygg,
devient -‘% ; ainfi donc en intégrant fimplement, on a fa
longueur de Tare de IEpicycloide = £ x, ce qui fait voir
que chacun de fes arcs EL dans le cas a=—=1#5 eft 3 Iabf-
ciffe BR en raifon donnée de g 3 4, Ceft-d-dire, comme fa
tangente de Tinclinaifon mutuelle du cercle mobile & de
Yimmobile, au finus total ; propriété fi finguliére, que je ne
fgais pas fi aucune autre courbe peut Tavoir, Ceft-a-dire, sil
y a aucune autre courbe dont abfciffe prife indéfiniment
foit en raifon donnée 4 fon arc correfpondant. On a donc
dans ce méme rapport de g 2 / toute fa demi-Epicycloide,
au diametre du cercle mobile ou générateur ; ou, ce qui re-
vient au méme, toute fa demi-Epicycloide eft au double du
diametre comme 1 g eft 4 4, ce qui s'éloigne beaucoup du
rapport que donne M. Herman dans fon premier Corollaire,
ou il dit, que toute 'Epicycloide (il entend par-Ja feulement
h ij
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detgah

s. XVIL De plus, comme on a trouvé ci-deffus (5. 8.)
[éément de fa projection Nu==-L dx v/[LHr
(ha—1)" ] il elt chair’ que cette courbe ENn cft aufit
algébriquement retifiable, lorfque a==44, car on a alors

Nu=7dxvV{(hhb—1)" ou (i caufe de hh—1=—gg)

=pdxVgtlb= “,:{I , dont lintégrale donne fa courbe

*

ENn==£{x. D’oli 'on voit que dans ce cas 'Epicycloide
eft i fa courbe de projection correfpondante, comme i—” A
££%, ou comme 13 g, Ceft-d-dire, comme le finus total au

finus d'inclinailon des cercles : & ces trois lignes, I'¢picy-
cloide, fa courbe de projection, & labfiffe correfpondante,
font entre elles comme ces trois termes pris dans le méme

ordre, g, g8, & I
Scuorni1e L

S XVIL Ce cas ou a==/hb cft le feul qui rend PEpi-
cycloide fphérique algébriquement reclifiable;; & fi de plus
fes rayons des deux cercles font commenfurables entre cux,
ceft-d-dire, fi @ ou kb eft 24, ou 4 a 1, ol le cofinus d'in-
clinaifon des plans eft au finus total comme nombre & nombre,
PEpicycloide fera algébrique. Mais ceft ici une chofe digne
de remarque, quayant pris  volonté pour le cercle immo-
bile, quelqu'un des petits cercles de la fphere, le cercle mo-
bile fera toljours un grand cercle de la méme fphere; -car
ces deux cercles en fe touchant , ont linclinaifon requile pour
que a=/b, comme il eft facile de voir ; car il eft clair
quiayant tiré des rayons des deux centres au point commun
dattouchement, on a le rayon du petit cercle, au rayon du
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grand, comme le cofinus d'inclinaifon, au finus total, c’cﬂ’-
a-dire, @ 3 b comme ka1, & par conféqucm a=hb: ce
qu'on voit auffi par le §. 1, ol les rayons du cercle immo-
Dile & du mobile @ & & ¢tant donnés & Vinclinaifon de feurs

plans, nous avons trouvé en général le rayon de la fphere

=  V({aa—2hab—~-b}) ; car i pour a on fubflité £5,

on aura = V{aa—2hab—++bb) = ;—V{l;b—/x/:&b}:

(4 caufe de x—hh=gg) -V(s5bt) = Lgll =bh
Scuovrie IL

. XVIII. On peut rendre fenfible la maniére dont cette
Epicycloide {phérique fe décrit par un exemple afiés élégant :
concevons dans la Sphere célefte IEcliptique qui dans e
point le plus bas touche le Tropique du Capricorne, faifant
avec fon plan une inclinaifon de 23 degrés 2.

Maintenant on peut concevoir de deux maniéres Ia géné-
ration de {Epicycloide ; car ou f'on peut fuppofer que Ia
Sphere & le Tropique demeurant immobiles, V'Ecliptique
{fe meut en tournant for le Tropique, tandis que chacun de
fes points, par exemple, celui qui eft au commencement du
Capricorne ddcrit I'Epicycloide fphérique qu'on demande :
ou bien, ce qui fait le méme effet, on peut fuppofer que fa
Sphere entiére avec tous fes cercles confervant entre eux la
méme fituation, fe meut d’'un mouvement uniforme autour
de I'Axe du Monde d'Orient en Occident, pendant que
quelque point mobile partant du commencement du Capri-
corne, savance d'un mouvement propre & uniforme dans
TEcliptique d'Occident en Orient, avec une viteffe uniforme
& égale i celle d'un des points du Tropique. Car on voit
que par ce moyen le point mobile dans {Ecliptique décrira
Ia méme courbe qui avoit ¢té décrite de la premiére maniére.
Cette feconde maniére a une certaine analogie avec le mou-
vement du Soleil compofé du mouvement diurne ou com-
mun & du mouvement propre felon le fyfleme de Ptolémée

o
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révolution du Sofeil dans I’ Hptiqu‘e fit au (em‘vs dune
révolution de la Sphere qui fuit Ia fongucur du jour naturcf,
dans le méme rapport quia le rayon de 'Ecliptique ou le
rayon de laSphere au rayon du Tropique, ou commc e finus
total au cofinus de 2 3 degrés £, le centre du Solcil déeriroit
exadtement une de nos Epicycloides fphériques algibrique-
ment rectifiables. Mais comme le Solcil a fon mouvement
propre dans PEcliptique beaucoup plus lent quiil ne faudroit
pour cela, la ligne que le centre du Soleil déerit entre Jes
deux Tropiques pendant fefpace d’une année par le mouve-
ment combiné du mouvement commun & du mouvement
propre, fera du genre des Cycloides allongées comme les Géo-
metres les appellent, plitdt que du genre des Spirals fous la
forme defquelles Tycho les a congliés.

Scuovrie IIL

S. XIX. Apres tout cela, on voit comment il faut fatis-
faire au probleme de M. Offenburg, dans lequcl on demande
de faire & une volite hémifphérique, des fenétres ovales,
dont le contour de chacune foit abfolument redifiable. Car
quoique les Epicycloides fphériques, déerites fclon fa con-
dition du Corollaire 3, n'ayent pas la forme d'ovales; cepen-
dant de deux ou plufieurs de leurs parties jointes & difpofées
comme il faut, on formera facilement une figure fermée &
ovale, pourvii quon obferve dans la defcription de notre
Epicycloide, de choifir pour le cercle immobile quelquun
des petits cercles de Ja fphere, dont le rayon foit au rayon
de la fphere, comme nombre & nombre, ce qui fera quon
aura la conftruction géométrique de I'Epicycloide, & tout
4 Ja fois fa longueur abfolument reifiable. C. Q. £ 7.

>

Scuovrte IV.
s XX. Quant a fa defcription ichnographique de I'Epi-
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cycloide fphérique, c'eft-d-dire, fa maniere de déterminer fa
courbe de projection duns un plan, en abbaiffant de chaque
point de 'Epicycloide, des perpendiculaires fur fe plan du
cercle immobile, confidéré comme la bafe; voici comment
cela e fait. Soit déerit féparément un cercle w3 égal au
cercle mobile, & de quelque point fixe A qui repréfente fe
commencement de la rotation, foit pris un arc A 3 4 volonté,
par le point 3 foit tiré le diametre Ba auquel foit tirée fa
pcrp?ndiculairc A ; enfuite du point £ du cercle immobile
qui foit Torigine commune de {'Epicycloide & de fa courbe
projettée quon veut conflruire, foit pris farc £B=—=1arc A3,
ce qui [ peut todjours faire algébriquement, puilque, comme
on le fuppolc, fes rayons des cercles font commenfurables :
enfuite du point B ayant mené la tangente B8 == x, foit
élevée au point S, dans e plan du cercle immobile, I per-
pendiculaire SN qui foit & B+ comme £ 1, ceft-d-dire,
comme le finus complément d'inclinaifon des deux cercles, au
finus total. Cela fait, le point V fera dans la courbe £ Nn
de projection qu'on cherche, &ainfi on aura tant de fes points
qu'on voudra. La démonflration eft claire d’elle-méme.

REMARQUE

§. XXI. Quoique, dans Ia Figure qui fert & ce Mémoire,
on fuppole aigu langle CBG qui marque linclinaifon des
plans, & que e calcul ait été fait pour cette fuppofition, if
faut cependant avertir que tout ce qui en réfulte fe peut fa-
cilement accommoder 2 Ihypothefe de I'angle CBG obtus;
en changeant par-tout e figne de la lettre 4 d'une feule di-
menfion, puifque le cofinus de Fangle obtus devient négatif,
{i auparavant on avoit fuppofé dans Ianalyfe Yaigu pofitif.
Dot Ton voit que de toutes ces Epicycloides fphériques,
dans lefquelles I'angle d'inclinaifon eft obtus, if n'y ena au-
cune qui foit algébriquement ou abfofument recifiable ; car
on auroit a==—#6, ceft-2-dire, le rayon du cercle mo-
bile feroit négatif, & par conféquent impofiible ; ce qui pa-
roit auffi, parce que le cercle mobile qui doit étre un grand

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)
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COIUIE 10 LUt St e
Tropiques.

s. XXIL II faut encore remarquer que la méthode que
nous venons de donner, sapplique aufli facilement aux Epi-
cycloides fphériques allongées & raccourcics , ceft-i-dire,
forfque le point décrivant L, au lien d'¢ure pris fur fa cir-
conférence du cercle mobile, eft pris au dedans ouau dchors;
ou, ce qui revient au méme, fi F'oncongoit Je cercle mo-
bile AL# glifier au licu de rouler, de manicre quun de fes
points B, pris & Pextrémité du diametre A5, rafe continuel-
fement fa circonférence du cercle immobile Z28/, pendant
que quelque point L de la circonférence du cercle mobile fe
meut d'un mouvement uniforme de B vers A paffant par L,
& avec unc vitefle qui foit & fa viteffe du point rafant B, qui
savance de'£ vers H par B, comme 1 4 #, ce qui fait que
(prenant e point £ pour lorigine commune del'un & Vautre
mouvement & de I Epicycloide quon déerit) Tarc BL eft
A Yarc £B dans le méme rapport de 1 & #. Car par ce mou-
vement compofé, le point L décriraune Epicycloide fphé-
vique, allongée fi # eft plus grande que ['unité, & raccourcie
fi n eft moindre ; & fi 2 et égale a Tunité, ce fera I'Epicy-
cloide ordinaire dont nous avons parlé jufquiici.

6. XXIIL Je dis donc que par des caleuls femblables aux
précédents, on trouvera Iélément Nu de la courbe de pro-
jedtion == dx ‘/[[m&—aq+u~uﬁ/«u -+ /ImT:'lv} 1

2 br—xx

& Pélémentde'Epicycloide Lim= 1 dx v/
—aa—2nkab—-nnbb]. Je nentre point dans le
détail des cas particuliers, on voit feulement quiil n'y a rien
qui puifie faire conclure qu'aucune de ces Epicycloides, foit
allongges, foit raccourcics, foit abfolument ou alg¢brique-
ment recifiable. Pour leur conftruction, on I'a par la manicre
méme dont elles fe décrivent.

Sur
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249
Sur les Courbes algébriques & relifiables tracées
Sur une furface [phérique.

PROBLEME.

Détrire fur une furface [phérique une Courbe algébrique qui -

Soit reclifiable.
L SoruT. Soit RS7 un grand Cercle de Ta Sphere

fuppofé parallele a Ihorifon pour aider I'imagination, dont
fe centre eft C. De chaque point a, b, ¢, d, de la courbe
cherchée foient congiié abbaifices fur le plan du cercle RST
les perpendiculuives a4, b8, ¢ £, dD, qui forment fa
courbe de projection ABED, dont il faut maintenant cher-
cher la nature, & qu'il faut décrire, parce qu'on décrira en-
fuite facilement la courbe cherchée, en éevant perpendicu-~
Tairement fur le plan du cercle de chaque point 8 les droites
Bb qui rencontrent fa fuperficie fphérique dans les points 4.
Pour cela, foit conglié la courbe de projection ABD éten-
dué f¢parément en ligne droitea 3 & qui foit comme Yaxe
des appliquées aa, B4, ce, &\d, égales refpectivement aux
droites Aa, Bb, Ee, Dd, prenant aB=—=AB, ac=—AE, &c.
Dot réfulte une nouvelle courbe abed, dont les parties a2,
ae, &c. feront refpedtivement égales aux arcs a6, ae, &e.
de fa courbe fur {a fuperficie {phérique.

1I. Cela fuppofé, je change le Probleme propofé en ce-
Tui-ci : Transformer I'Axe rectiligne a 34* en un curviligne
ABD, de maniére quayant pris un arc quelconque A8 égal
4 une abfciffe quelconque « 3, 1a hauteur B4 du point 4 fur
Ie point B de fa projection, foit égale 3 appliquée d'une ligne
donnée abd. Si donc abd eft algébrique, & de plus algé-
briquement rectifiable, comme le font les droites & une infi-
nité de paraboles; de plus fi parmi toutes les lignes abd, il
s'en trouve quelquunc qui admette un axe courbe 4B D
confhruifible algébriquement, fon voit que cette courbe dé-
crite fur la furface de Ia Sphere, dont ABD eft fa projcéhon,

Moz — 2~

Fig.

g

& 4o

3.
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briques recifiables @ 4, fgavoir fa ligne droite ( que je trouve
trés propre A nétre deflein, car une autre comme la feconde
parabole cubicale qui eft aufli rectifiable, ne réuflit pas). Ayant
tirée d f parallele a faxe da, foit fa raifon dea f a fd
comme 1 & n, &ainfi fa.da:: 1.V {nu—-1), ou ( failant
an——1=—=mm)af.da:: 1 .nm Maintcnant pour changer
FYaxe rectiligne a 34 dans le curviligne A8 D, ayant tiré
da centre €' les rayons infiniment proches €S, €77, qui
coupent la courbe ABD dans les points B, £, & prenant R
pour le commencement des arcs variables RS, RT), &e. foit
fit RS =x, CB=y, le rayon CS =1, ST=dx,
FE=dy; ayant dlcrit le petit arc concentrique BF" qui
foa ==ydx, onaura BE=V(yydx —dy
1a hauteur du point 4 fur le plan du cercle, cef
= 1/(1—))') & fa différence d (0B) =
V. Puifque donc 4(6B). BE : nf df:
))/.V(y)(b —|—([)v):: &'}/{))(h —+dy’)

27, Donc yydx*

:1.n,lon

42, & par-li on aura

muyydy—dy mmydy

o ’l—»/ (ampy =17 == V(77— ) = (mmzy—=1]]

dy

v [(v=—yy) x(mnyy—i1)}*

V. La premiére partie s'integre comme il fuit. Soit fait
mmydy

5y ) X (mmyy—1]]

yy=2¢, & lon aura T

mmdy mmdy
—_ B
V1 —2¢) x (2mmg—1)] — N[—ier(imm-2){— 4mmeL]
wmdy 2midy: (mm

V[=an—me=
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”

= (en fubftituant pour 2 favaleur y3) }/[l_’

smxgmmydy: fmm—1)

, celt-d-dire, = 2

2 ]
m fois, dont le rayon =1, & le

2mm —mm—1

3y =17 foit appellé cet arc 4.

un arc de cercle pris
finus droit ==

m—

VI. Lautre partic ~— s'integre de
B

=11
cette maniére : foit divilé chaque terme par y°, Ton a
—dy:y .
—_—2 —— — (faifint L = 2
;/[(;'7_|)x(mm—)7;} ( 23 2)
dz 4z

V= (a0l — Vi=mm(ma i) —1ca]
dz (mm—)

S EE ] V- 7]

=— ( en fubftituant pour 27 fa valeur qui eft ici ﬁ )

=4

Tx—4dy: ) (mm

— 2 dy iy (mm—
V— (=

— dy
Donc ,/;y’[{uw)y}x(mm)')—‘)]

Ceft-A-dire = 2 la moitié dun arc de cercle dont le rayon
— 1 & le finus droit = m = foit
appellé cet arc B.

VII. Nous avons donc par les §. 5. & 6. 1m A +1 B

mmydy dy

=/ Vil x (mmry—1]1  »VL(—y) * (mmyy—1]1
— dyVimmiy—y) . rdyVifnn1) yy—1]
=(s4) [ = (el = [dy,

oumA—4=-B==2fdx—2x

VIIIL Pour Ja conftruction de cette ¢quation, voici comme
il 'y faut prendre. Soit LM encore un grand Cercle de
Ta Sphere dont Ie rayon CL = 1 ; foit pris dedans le finus

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)
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& larc LS = B. Si donc on prend larc LA, m fois, 8
qu'on lui ajotite larc LS, Ja moiti¢ de Ja fomme des dew:
arcs donnera Yarc cherché x, ou (dans la Fig. 3.) Tarc Re
pour un y quelconque ou CB.

IX. Pour avoir une équation algébrique entre y & Te finw
de lurc x qui détermine la nature de la courbe de projection
ABD (Fig. 3.) & la courbe algéhriquement rectifiable fur |
furface Iphérique, il faut choifir pour m quelque nombr
rationel ( car on aura différentes courbes felon fa diverfité di
nembre m). On fgait que le finus d'un arc A étant donné, 1'or
a algébriquement le finus d'un arc m A muhtiple ou foumul
tiple, & que les finus des arcs m A & B étant donnés, Ton:
algébriquement le finus de la fomme des arcs mA 45 8
Ie finus de fa moitié de cette fomme. Car faifant lc rayon ot
finus total =1, le finus de larc m A =23, & le {nus di
Yarc 8=T, Y'on trouve le finus de fa fomme m A+ B=1
CV(1—88) =8 x V(1 —TT).

Ainfi donc fi Pon appelle v le finus de Parc indéterminé x
{on aura le finus de {'arc double 2x =20 V/1—=xv)
puifque donc les arcs mA—-5 & 2x doivent étre égaux, i
faut que leurs finus foient auffi égaux; d'oti Pon tirera I'équa
tion algébrique entre les fonctions de y & @, qui déterminer
Ja nature de fa courbe de projection, & la courbe que or
cherche fur la furface de 1a Sphere, & qui fera celle-ci
TxV(1—8S8)+SxV(1—TT)=20V(1—vv
§ & T éant données par y. Donc, &e. C.Q. F. T

X. Exemple. Soit pris le nombre m=2, & par confé
quent n==V/(mm——1)==v3; Von aura le finus de farc 4
et — T2 5 e finus de Tarc B, o

mm—1

I TEST] = Tj}” , le finus de Parc m A
s, 6—+8oyy—6ayt

ou2d =1 (:L‘&;L."i_); & purtant |

13 mai 2013

D¢

44/ 46



Annexe : Bernoulli

Bernoulli...

finus de Ta fomme des arcs 2 A+ 8 = (—%L)?—}
x I/[l__/'d)‘l"°/'*(—*§r‘+3011—64)"’)]_*_(16);’—'\:)

—16-4-8: —é. —yy)*
x y[==2 2" 4""))(1/[! 1 9}”} l=20V(1—wv),
ou parce que fa derniére partie du premier membre a deux
cbtés commenfurables, on peut abreger I'quation de cette

maniére (*2327) x V[81—(16yy —10)" x (—16

275y
—+8oyy— 645*) ] 4 (325°) x V(— 4205y

—16y%) =20 ¥(1—v), & cette équation eft celle
qui exprime la nature de fa courbe de projection, de tous
Ies points de faquelle fi fon éleve fes droites == {1 — yy)
perpendiculaires au plan fur fequel elle eft décrite, ces per-
pendiculaires rencontreront Ja fuperficie de fa fphere dans fes
points de la courbe quon cherche, qui fera algébriquement
retifiable,, auffi-bien que fa projettée; car fa différence de
Ja hauteur de deux perpendiculaires dont chacune eft expri-
mée par fon V{1—yy), eft & larc de la courbe de projection
intercepté entre ces deux hauteurs, comme 1 47, c'eft-d-dire
[4 caule de n=¥(mm—1)] comme 1 3 ¥3; & cette
méme différence de hauteurs eft 4 Parc de la courbe décrite
fur la fuperficie fphérique, intercepté entrelles comme 1 2
V(1—-nn), ceft-d-dire, dans cet exemple comme 1 3 2.
Ainfi chaque arc de fa projettée eft a fon arc correfpon-
dant fur la fuperficie fphérique, comme ¥/3 & 2, ou comme
1a hauteur du triangle équilatéral 2 fon c6té. L'on aura donc
entre Yarc fur la fuperfice fphérique, Farc correfpondant de
fa projection’ & 1a différence des hauteurs perpendiculaires ,
fes rapports qui font entre 2. ¥3 . & 1.

Scholie. L'on voit par-la que les courbes que nous venons
de trouver par la méthode analytique, font les mémes que
les Epicycloides fphériques, décvites par un grand cercle de
1a fphere qui tourne fur un petit ; car jai fait voir dansle §. 1 6.
des Epicycloides fphériques, que ces fortes d'Epicycloides
ont chacun de Jeurs arcs aux arcs correfpondants de fa courbe

Ti jif
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1a {phere une courbe dont fa longueur ait une railon donnec
3 la longueur de fa projettée, par exemple, de 2 a V3, i
faut feulement pour le cercle immobile, prendre celui qu
fait avec un grand cercle mobile, un angle dinclinaifon, te
que 1 4 g foit dans le Tapport de 2 2 V3, ou de 1 aLv3
Or ceft langle que forment deux c6tés dun triangle équi-
fatéral, feavoir, 3 d'un angle droit, ou Pangle de 6o degrés
Concevons donc dans la fphere, tin Tropique cloigné de
Equateur de 6o degrés, & faifant tourner fur lui VEclip-
tique, un point pris dans fa circonférence décrira la courbe
qu'on cherche, qui fatisfait  cette prolixe équation que nou:
S5V [81—(1 Gyy—10)'
x &en] == (2L=20) x Y [— 4 &e )=20 V[ 1—v)
Et il paroit prefque incroyable qu'on puifie conftruire une
équation fi compofée par un mouvement fi fimple.

Au refte, Pon voit que dans cette fuppofition, I'Ecliptiqu
fera double du Tropique, & que par conféquent il devra b
parcourir deux fois, avant que fe point décrivant revienm
au point d'olt il eft parti; & la longueur de fa demi
Epicycloide fera double de fa plus grande hauteur ou de |
diftance entre les Tropiques, & par conféquent fa longueu
de I'Epicycloide entiére fera égale i quatre Eﬁs cette diftance
Cette courbe (comme il eft facile de le voir par fa maniér
dont elle fe produit) a quatre parties femblables & égales
terminées aux quatre points qu'on appelle Cardinaux ; 1
1.7 comprife entre le point du Solftice d'Hiver ( fi l'or
fuppofe que la rotation de I'Edliptique fe fiit d'Orient ¢
Occident) & le point équinoxial d’Automne; fa 2.m¢ entr
ce point, & le Solftice d'Eté; fa 3.me entre le Solftice dEt
& ['Equinoxe du Printemps; fa 4.7 enfin entre IEquinox
du Printemps & le Solftice d'Hiver : & ainfi la longue
de chacune de ces parties cft égale & lintervalle entre &

avons trouvée ci-deflus
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Annexe : Bernoulli

P

Tl 7 pa TR T

Jean Delcourt (U.C.P., A.H.P.)

DES SCIENCES 25§
Tropiques, ceft-a-dire, a la corde de 120 degrés; en fup=~
pofant tolijours, comme nous avons fait dans cet exemple,
{e Tropique dloigné de 'Equateur de 6o degrés.

Cet Exemple qui paroit le moins compliqué de tous,
me fait tellement craindre fes autres, qui, fans doute, ‘de-
manderoient un travail immenfe, pour trouver {'¢quation
algébrique des courbes de projection, que jaime micux les
haiffer chercher & d'autres. Il me fuffit davoir trouvé fa
méthode, & de lavoir indiquée.

SOLUTION
DU MESME PROBLEJME,
Lt de quelques autres de certe efpece.

Par M. DE MAUPERTUTIS.

L deux Pieces m'ont été emoyées en Latin, par M.

~ Bernoulli, & contiennent la Solution la plus complette du
Probleme de M. Offenburg. Parmi les Lpicycloides [pheériques,
il sen trouve qui font rectifiables & alyébriques en méme temps,
& ces courles fatisfont au Probleme, mais c'eff par une efpece
de hafard. M. Bernoulli, dans la 2.7 Piece, recherche 3 priori
les courbes reclifiables & algébriques fur la furface de la fphere,
& Ceft-la qu'il donne la vraye Solution du Probleme. 11’ avoiz
éerit qu'il avoit trouyé ces courbes par une méthode direce, ¢r
m'invitoit a les chercher. Je ne me flattai pas aifément de trouver
des chofes qu'il avoit jugées dignes de fon application, & je le
priai de me iquer fa Solution. Cependant Vidée qui eft
le principe commun de fa Solution & de la mienne , ni'étant
venué dans 'efprit, & ayant auffi-tt troué ces courlbes, je lui
euvoyai ma Solution que j'avois fait voir quelques jours auparavant
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